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Mathématiques - Devoir Surveillé 2
Vendredi 2 mars 2021 - Durée : 1h30
Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Résoudre le systéme suivant par la méthode du pivot de Gauss

rT—yY+3z2=95
20 — 2y — 2z =2
—x + 2y + 5z = 6.

Reésolution :
r—y+3z2=5 (L) (2 —y+32=5 (L pivot )
2I—2y—2222 (Lg) = —8z = -8 (L2—2L1)
—x+2y+52=6 (Ls) (y+82=11 (Ls+ L)
(2 —y+32=5
& z=1
(y+8z=11
(2 —y+32=5
& z=1
(Y =3
(2 =5
= z=1
y=3

\

La solution du systéme est (5,3,1).

) ) 1 3
2. Soit la matrice A = (_3 8)'

(a) Montrer que A est inversible.

det(A) =1x8— (=3)x3=1T#0

donc A est inversible.
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(b) Déterminer la matrice inverse de A par la methode de votre choix.

tCo(A).

det A)
v-(50)
'Co(A ( 1 )
-3
3 1
(c) Résoudre le systéme suivant en utilisant A= :

r+3y=>5
—3r+ 8y =2

Le systeme s’écrit sous forme matricielle : < 1 3) X <x) = <5)

On sait que, si A est inversible alors A~ =

donc

donc

SIH
o0

-3 8 Y 2
Pour résoudre, il suffit de calculer :

P\ _ yery (BY_ L (8 —3) (5 _ 1 (34 _ (2
y) 2) 17m\3 1 2) 17 \17) 1
Donc la solution est (2, 1).

Exercice 2 Les questions suivantes sont indépendantes
On considére les matrices suivantes :

2 1 2 1 0 2 0
1'A_<—3 4) 3.C=(-3 4 —2 s p_ |2 4
| 0O 1 5 ) o 5 —6
2. B=|-6 2 5
4 0 4. D=(2 4 —4)

1. Parmi les 5 matrices, quelles sont celles qui sont inversibles ?

e Pour qu’une matrice soit inversible, il faut qu’elle soit carrée, donc B, D et E ne sont pas in-
versibles.

e On calcule les déterminants de A et C' :

det(4) = | %, }l‘ 2% d—(=3)x1=110
donc A est inversible.
2 1 0
det(C) = |-3 4 —2 _o[t 2 —(=3) L0 o 22435559
o 1 s 1 5 15

donc C' est inversible.
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2. Parmi les calculs suivants, dire ceux qui sont réalisables (sans faire les calculs) :
A+ B DxC ExA AxE B x B 6 x D

e A+ B : Pas possible car A et B n'ont pas les mémes dimensions.

e D x C : Possible car le nombre de colonnes de D est égal au nombre de lignes de C.

e F x A : Possible car le nombre de colonnes de E est égal au nombre de lignes de A.

e A X E : Pas possible car le nombre de colonnes de A n’est pas égal au nombre de lignes de E.
e B x B : Pas possible car B n’est pas carrée.

e 6 x D : Possible car on peut toujours multiplier une matrice par un réel.
3. Calculer B x A

3 -1 9 1 I3Ix2—-—1x-3 3x1—-1x4 9 -1
BxA=|-6 2 (_3 4): —6xXx24+2x -3 —-6x1+2x4|=1|-18 2
4 0 4x24+0x -3 4x1+0x4 8 4

Exercice 3  Soit le polynome P(X) = X° + 6X* 4+ 13X? 4 28X? 4 36X + 16

1. Montrer que —1 est racine double pour P.

e P(—1)=—-14+6—13+28—36+ 16 = 0 donc —1 est bien racine.

o P/(X)=5X"+24X3+39X?% + 56X + 36 donc P'(—1) =5 — 24 + 39 — 56 + 36 = 0, donc —1
est racine de multiplicité au moins 2.

o P'(X)=20X3+72X%+478X +56 donc P"(—1) = —20+ 72— 78 + 56 = 30 # 0, donc —1 n’est
pas racine triple.

—1 est bien racine double.

2. Calculer P(2i).

P(2i) = (20)° +6(20)* + 13(24)3 + 28(24)? + 36(2i) + 16
= 320496 — 104i — 112 + 72i + 16
=0

Donc 27 est bien racine.
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3. Poser la division euclidienne de P par X + 4.

X° +6X* +13X3 +28X?% +36X +16| X  +4
—(X? +4X*) X4 +2X3 45X% +8X +4
2X* +13X3 +28X? 436X +16
—(2X* 84X3)
5X3 +28X2% +36X +16
—(5X3 +20X?)
8X? +36X +16
—(8X? +32X)
4X +16
—(4X +16)
0

On en déduit que P(X) = (X +4)(X*4+2X3 +5X2 +8X +4) +0.

4. Déduire, des questions précédentes, la factorisation de P dans R et dans C.

e —1 est racine double, donc on peut mettre (X + 1)? en facteur.

2i est racine donc on peut mettre (X — 2i) en facteur.

P est un polynéme a coefficients réels, donc —2i est aussi racine et on peut mettre (X + 2i) en
facteur.

Le reste de la division par X + 4 est nul, donc on peut mettre X + 4 en facteur.

P est de degré 5, donc sa forme factorisée dans C est
P(X) = (X +1)*(X —20)(X +2i)(X + 4)
Et sa forme factorisée dans R s’obtient en développant : (X — 24)(X +2i) = X%+ 4; c’est donc

P(X)= (X +1)*(X?+4)(X +4)

Exercice 4 On considére les fractions rationnelles suivantes :

X -5 X2 X3
(X +2)(X — 3) B(X) = (X —1)(X2+3X —4) B

F1 (X) -
1. Donner la forme de la D.E.S de F; (on ne demande pas la valeur des coefficients).

e Le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.
e Le polyndome Q(X) = (X + 2)(X — 3) est factoris¢ dans R[.X]

e La forme de la D.E.S est : ;
a

“Xi2 X_3

2. Donner la forme de la D.E.S de F;, (on ne demande pas la valeur des coefficients).

Fi(X)
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e Le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.

e Le polynome Q(X) = (X —1)(X?2+3X —4) = (X —1)(X —1)(X +4) = (X —1)%(X +4) est
maintenant factorisé dans R[X]

e La forme de la D.E.S est :

a b c
EX) =353t f ooy

3. Déterminer la D.E.S de Fj (il faut calculer les valeurs des coefficients!).
e Le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur, il faut donc poser la division
euclidienne de X® par X* — 1. On trouve un reste R(X) = let un quotient de E(X) = 1. Donc

1
X3 -1

e Le polynome Q(X) = X3 —1 = (X —1)(aX?+ B3X +7) car 1 est racine évidente. On détermine
(aX?+ BX + ~) par identification ou avec une division euclidienne. Donc

QIX)=X3—1=(X-1)(X2+X+1)

On ne peut pas factoriser plus dans R car le discriminant de X2 + X + 1 est négatif.

e La forme de la D.E.S de la partie fractionnaire de F5 est :

1 a bX +c

(X -1)(X2+X+1) X—1+X2+X+1

e (Calculons les constantes a, b et ¢ :

pour a on multiplie la relation x par X — 1 puis on pose X = 1. On trouve a = %
pour b on multiplie la relation x par X puis on fait tendre X vers +o00. On trouve b = —a = —%.
pour ¢, on pose X = 0 dans la relation x. On trouve —1 = —a+cdoncc=a—1= —%.

e Conclusion : la D.E.S de F3 est

1 1y 2
Fy(X)=1 3 3 3
3(X) Y 1T xerxa1

Exercice 5
On considére les polynémes suivants

PX)=X"-3X*+1 QX)=X*+4X?>-2 RX)=X>-6X+1
1. Déterminer le degré des polyndémes suivants P x ), Po Ret P+ Q + R.
o deg(P x Q) =deg(P)+deg(Q) =743 =10

e deg(P o R) =deg(P) x deg(R) =7 x 2 = 14,
e deg(P+ Q+ R) = deg(P) = 7 car le degré de P est strictement supérieur aux degrés de @ et R
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2. Déterminer le degré du polynome T'(X) = Q(X)(X +3) — (X% — 1)R(X).
Comme le degré de Q(X)(X + 3) est égal au degré de (X2 — 1)R(X), on ne peut pas savoir le degré
de T sans développer :

T(X) = QX)(X +3)— (X* - 1)R(X)
= (XP4+4X* - 2)(X +3) - (XZ = 1)(X?—6X +1)
= X' 44X® -2X +3X3 4+ 12X% -6 — (X' —6X3 4+ X2 - X2 46X —1)
= 13X+ 12X?-8X -5

Conclusion : deg(T") = 3.
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