Semestre 2 - Mathématiques - DS 2

Mathématiques - Devoir Surveillé 3
Vendredi 2 juin 2023 - Durée : 1h15

Tout document et appareil électronique est interdit

Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1  Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

6x + 15 2z
1. fl(x)—m— X o] + 15 x o donc
Fi(z) = 3In(2? + 1) + 15 arctan(z) + C;
6x + 15 2x +5
J2() 22+ 5r+1 I I R
Fy(z) = 3In|2* + 5z + 1| + Cy
6x+15 6x 15 6 15
3. fa(z) = p —ﬁ—l—;—EjL?donc
15
Fs(z)=6In|z| — — + Cs
x
6r +15 6 15
4. fy(z) = ‘ =% + = donc
3 15
F4(l’) = ?ZL'2 + 71’ + C4

Exercice 2  Calculer par la méthode de votre choix
3
1. I = / (4t — 2)In(t — 1) dt

2
On procede par Intégration Par Parties :
On pose u(t) =In(t — 1) et v'(z) = 4t — 2.

On calcule alors : v/'(t) = r— et v(x) = 2t* — 2t.
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Par intégration par parties :
3
I, = / (4t —2)In(t — 1) dt
2

= [ —2t)ln(t - 1)], - /23(2152 — 2t)t_% dt

= [ —2t)In(t - )]} —/2 %dt

= [ - 2t)In(t - 1)]; — /3 2t dt

= [ —20)In(t - D], - [,

= 12In(2) —4In(1) —9+4
12In(2) — 5

jus

= /2 sin(2t) cos(5t)dt
0

On commence par linéariser la fonction :

%t _—2it 5it | _—5it
sin(2t) cos(bt) = ¢ 2_6 x & —|—26
i
CTit o=t _ oBit 4 Tt
- 4
1 eTit LTt | g3t 4 o3t
= X ——F g X ———F——
2 21 2 21
~ cos(Tt) — = cos(31)
= —cos — —cos
2 2

Donc

1
A :/ sin(22) cos®(22)dx

0
(indication : on pourra poser le changement de variable t = sin(2z))
Les nouvelles bornes sont sin(0) = 0 et sin (Z) = 1.
On peut montrer que dt = 2 cos(2z)dz.
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Et donc

e

I; = sin(22) cos®(22)dx

sin?(22) cos?(2x) x 2 cos?(2z)dx

O\
e

k]

sin(22)(1 — sin®(22)) x 2 cos?(2x)dx

S~

t4(1 — t*)dt

S~

t* — %t

1
P—}ﬂ}
7 0

Cﬂln—tﬁ

= N = N = N = DN = wlr—to\

VRS
U] =
|
| —
N~

&l

4.]4::b/w(2t+—1ﬁfﬁwdx

0
On observe que l'intégrale est par rapport a la variable z. Donc le terme (2t 4+ 1) peut étre sorti
de l'intégrale :

=

3
I ::l/ (2t + 1)e *dx
0
1

3
= (2t+1)/ e ¥ dx
0

3

:(%+1ﬂ—%4ﬂ

0

1 1
= @t+1)<—§64=%§§)

Exercice 3
1. Calculer 'intégrale de la fonction f sur lintervalle [—4;4] :
Osit<—3
) t+1site[-3;0]
f(t) = t—1site|0;3]
Osit>3

On trace la courbe de f :
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/ 2 3

1
La fonction f est impaire et I'intervalle est centré en 0. donc / f(t)dt =0

—4
2. Calculer I'intégrale de la fonction g sur Uintervalle [—2;7] :

e g est périodique de période 3

e g(z) = 3 sur l'intervalle [0, 2|

e g(x) = —1 sur l'intervalle [2, 3]
La fonction g est de période 3 et Uintervalle [—2;7] est de longueur 9. On peut donc calculer
I'intégrale sur une période puis multiplier par 3
On trace la courbe de la fonction g sur [0, 3] :

———
[}
1 2
—

3
11 suffit de calculer les surfaces des rectangles : / g(t)dt =2 x 3 —1=5 Donc
0
7
/ FO)dt =3 x5=15
—2

4
3. Calculer I'intégrale J; = / [
-1

Le polynéome Pz() = z* — 1 est négatif entre -1 et 1, puis positif entre 1 et 4. Donc

4 1 4
/‘kﬁ——ﬂdx ::t/ —w2+1dx+:/ 2 — 1dx
-1 -1 1

1 1 4
= {——x?’ + x} + FxQ - x}
3 1 3 1

1 1 64 1

= 4+ l—=4+14+——4—=+1
5" 5T T3 5"

_ 58

3
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Exercice 4

1. Déterminer la nature de chaque intégrale généralisée :

(a)

+o0 e—t
K= [yt
. B2

et 1
: —t

On sait que pour tout £ >1ona 0 <e* <1donc0 < PERTR < ST,
De 1l 1 1

eplus —— ~ —.

P BHE+2 o0 03
Or f —dt converge d’aprés le critere de Riemann.
1

Donc fl mdt converge aussi par équivalence.

Donc K, converge par comparaison.

o 1
Ky = —sin | —= | dt
()

1 1

On sait que sin(X) > X donc sin (—) ~ —.
D 1 . 1 1 o 1 1
onc —sin | — | ~ = x — = —.

t Vi) ot T 4B

Or f dt conerge d’aprés le critére de Riemann.

~
+
8

~

Donc K2 conerge aussi par équivalence.

00 4
K?,:/ —— Az
1 2+ 11+ 30
4

On sait 1
n sait que ——— ~ —.
T 2 112+ 30 +o0 22
Or f d:z: conerge d’apreés le critére de Riemann.

Donc K3 converge aussi par équivalence.

2. Calculer la valeur de K3
On doit faire une D.E.S :

K. —
3 x2+11x+30

b
dz
x+5 :L’+6

4
_ / di

= [4ln|z+ 5| —4In|x + 6]

[
N / (@+5) :c+6)d
[

= lim 4In(x +5) —4In(x + 6) — 41In(6) + 41n(7)

T—r—+00
. z+5
= xll)rilooélln (:c +6) —41n(6) + 41n(7)

= 4In(1) — 41In(6) + 41n(7)
= —4In(6) +41n(7)
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Exercice 5

1. Montrer que

1 x _ 1 1 .
/ Lde = {72 X xel} —/ =2 x (14 z)e*dx
o 3(x+1) 3(z+1) o Jo 3(xz+1)

2
On pose U(l’) = xe” et U/(Zlf) = m
—2
On calcule alors que u/(z) = e* + ze® = (1 + x)e” et v(z) = 3T D

Ainsi, par intégration par parties :

/o1 %dm - /01 u(z)v'(z)dx
= [u(z) x U(ff)]é — /Olv(:z) x ' (z)dx

— {ﬁxxe‘c}:—/olﬁx(l%—x)exdx

2xe*

1
2. En déduire la valeur de J = /o mdw.

L oge
J = —
/0 3(z+1)2 v

BRI e
J

x (14 z)e*dx
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